





- 112 -

§$'i1 existe plusieurs x de cette sorte, appelons ux le plus petit

d'entre eux. Alors, la fonction g(xl,..., Xn) = ux(f(xl,..., X x) = 0)

est une fonction récursive définie par 1'opération MG.

Lorsqu'on utilise 1'opération MG, i1 est indispensable de s'assurer que la con-
dition d'"effectivite" est satisfaite. Nous ne disposons malheureusement pas
d'un. algorithme décidable permettant de déterminer dans tous les cas si cet-
te condition est satisfaite.

L'opération MG permet de définir & partir d'une fonction récursive a n+l va-
riables, une fonction récursive de n variables.

Nous nous intéressons & des fonctions définies surles nombres entiers
[NxNx...xN — N]. Si le domaine de définition d'une fonction est la totalité
du produit cartésien Nx...xN, on parle alors de fonetion totale. Si son do-
maine de définition est un sous-ensemble au sens strict du produit cartésien,
on 1'appelle une fonction partielle.

h(x) = x? est une fonction totale.

g(x) = uz(zz—x = 0) est une fonction partielle.

L'opération de minimalisation associe & chaque fonction totale h(x, z), une
fonction partielle g(x).

Questions:

148. La relation R(Xl’ Xos x) suivante entre-t-elle dans le champ de la

condition d'"effectivité"?

R(Xl’ Xo s x) : (x+1).x2 > Xy
149. Soit f(xl, Xos x) =df (x1+x2)lx

calculer la valeur de g(xl, x2) = ux(f(xl, Xos x) = 0)

pour x4 6 601112 2 2 3 33

X5 012012012012
A 1'aide de cette nouvelle opération de minimalisation, il est dés

Tors possible de définir 1'ensemble des fonctiors récursives générales.

DEFINITION 41 - Toute fonction définie par les clauses initiales 1-3 [pp. 95-

-fonctions 961, par les clauses inductives 4-5 [pp. 96 et 98] et par
récursives . . . < . .
générales- Ta clause inductive 6 est une fonction récursive générale, et

rien d'autre n'est une telle fonction, sinon par ce qui pré-
céde.
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L'ensemble des fonctions récursives générales est de plus grande
extension que celui des fonctions primitives. Ce nouvel ensemble réunit-il
toutes les fonctions calculables?

I1 est impossible,..., de justifier par une démonstration véritable
la réponse affirmative qui semble s'imposer, et on est réduit 3 présenter
une pluralité d'arguments convergents. [Martin 1964: 141-142]

Cette pluralité d'arguments consiste essentiellement en la thése généralisée

de Church.

A travers ces quelques pages, nous nous sommes efforcé de donner
de la notion de fonction récursive une idée aussi claire et opératoire que
possible. I1 est cependant nécessaire d'ajouter que la théorie des fonctions
récursives est bien plus complexe et plus riche que ce que nous avons exposé.
Le lecteur curieux trouvera dans les ouvrages suivants des exposés plus com-
plets de cette théorie [Boolos 1985; Dalen 1983; Grzegorczyk 1974; Kleene
1971; Martin: 1964; Monk 1976].

5. "REPRESENTABILITE' ET 'DEFINISSABILITE' DES FONCTIONS RECURSIVES

En définissant la notion de systéme arithmétique minimal, nous avons
précisé cinq conditions fondamentales qu'on est en droit d'exiger d'une for-
malisation de 1'arithmétique. L'une des conditions & satisfaire nous concer-
ne plus particuliérement ici. I1 s'agit de celle qui exige que, si E est un
ensemble décidable de nombres naturels, E est représentable dans le systéme

s?. Dans ce contexte, rappelons deux définitions.

Soit E un ensemble de nombres naturels. On dit que E est représentable
en S s'i1 existe une ebf de Sa, de la forme A(v) et telle que, quel
que soit n, nek,

neE ssi I—SaA(ﬂ) [Def. 37]
Soit A(v), une ebf de sd qui contient la variable libre v. On appelle

fonetion caractéristique de A(v), la fonction f(n) définie comme suit:
f(n) = 0 ssi F‘Sa A(n) [Def. 36]

La propriété de décidabijlité d'un ensemble de nombres naturels est
associée a la notion de fonction, et plus précisément a celle de fonction
effectivement calculable. A cet égard, nous disposons d'un outil efficace:
1'ensemble des fonctions récursives. Nous 1'utiliserons en posant ce qui
suit: un ensemble E de nombres naturels est récursif si et seulement si il
existe une fonction récursive f telle que pour chaque n, n€ E ssi f(n) = 0.
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Par ce biais, nous disposons d'un procédé effectif permettant de déterminer
si, pour un nombre n donné, celui-ci appartient ou non & 1'ensemble E. De

un ensemble décidable, on passera par une fonction récursive. 11 suffira donc

que toute fonction récursive soit représentable dans 5@ pour que 1'ensemble
E Te soit également. Seulement, la définition de 'représentable’ qui suffi-
sait avant d'avoir construit le ‘systéme s n'est plus assez forte. D'une
part nous avons maintenant affaire a des fonctions de plus d'une variable.

Ensuite, poser ng E ssi f(n) = 0 ssi F‘Sa A(n) permet bien d'inférer que
si v1¢ E, alors F—Sa A(n), mais comme S n'est pas catégorique, on ne sait

pas si ng’E conduit a F‘Sa*'A(ﬂ)- Enfin, nous avons jusqu'alors volontai-
rement ignoré Tle probléme de 1'unicité de la valeur d'une fonction. Tout
ceci nous engage a faireappel d une notion plus forte que celle de 'repré-
sentabilité': la notion de 'définissabilité'.

DEFINITION 42 - Une fonction f & k €léments est définissable dans un systéme
-D&finissa- formel S s'il exjste une ebf A(Vl""’ Vies Vk+1) telle que pour

bilite- tout n-uple de nombres <nj,..., n > on ait

1) flnpseees np) = = g AN nys 0y o)
2) f(nls---’ nk) # nk+1 =9 }—S “‘A(ﬂla--’ ﬂk’ _r_‘k+1)

3) }—S(Vvl)...(Vvk)(Vvk+1)[A(vl,..., Vi Vk+1)° (A(Vl""’ Vis Vk+2)°

(Viap = Via)) ]

clause d'unicité

I1 s'agit de montrer maintenant que toute fonction récursive est

définissable - dans S2.

METATHEOREME 37 - Toute fonction récursive est définissable dans e,

La démonstration consiste & montrer que chacune des fonctions ini-
tiales est définissable, et que les trois opérations de substitution, de ré-
currence et de minimalisation généralisée conservent cette propriété. Doréna-
vant, pour simplifier la lecture nous ne distinguerons plus graphiquement les
signes de S% et ceux de 1'arithmétique, hormis les numéraux.

METATHEOREME 37.1 - La fonction ZERO est définissable dans S°.
I1 faut prouver qu'il existe une ebf A(Vl’ v2) telle
que
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1) pour tout m, si z(m) =0 alors |~ ¢a A(m, 0)
2) pour tout m, si z(m) # 0 alors |- 5 ~A(m, 0)

3) Fgal¥v ) (¥, ) (W) [A(vys v)) 2 (Alvy, v3) 9 (v, = v4))]

Démonstrations
Définition de 1'ebf A:
A(Vl’ v2) =df (v1 = vl)A (v2 = Q)

Pour tout nombre m, la fonction z prend valeur, soit n celle-ci: z(m) = n.
Dans le contexte de nombres n et m, A s'écrit ainsi :

A(m, n) = (m =m)A (n = 0)

1) si n=20, c'est-a-dire quand z(m) = 0, i1 faut prouver que:

Fsa(m = m)A(Q = 0)
1 im=m =4
2 10=0 =i
3 {{m=m)a(0 = 0) 1, 2, A

2) si n# 0, c'est-a-dire quand z(m) # 0, i1 faut prouver que:

Fsa~[(m = m)A(n = 0)]

1] [(m=m)(n =0) hyp.

2 n=0 1, Ae

3 ~(n = 0) n # 0, Mth. 34.3
4 |~[(m = ma(n = 0)] 1, 2, 3, ~i

(v, = v3))]
1 [(vy = vialvy, = 0) hyp.
2 _(vl = vl)A (v3 = 0) hyp.
3 (v1 = VI)A (v2 = 0) 1, reit.
4 v, = 0 3, fe
5 vy = 0 2, le
6 Vo = Vg3 4, 5, =e
7 ((v1 = vl)A(v3 = _Q))D(v2 = v3) 2-6, O i
8 [((vy = vpalvy = 0))a(((vy = vidalvy = 0))3 (v, = v3))  1-7,91
9 (Vvl)(sz)(vy3)[____] 8, 3xGEN
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METATHEOREME 37.2 - La fonction SUCCESSEUR est définissable dans S°.
[T faut montrer qu'il existe une ebf A(vl, v2) telle

que:

1) pour tout m, si S(m) = m+l, donc si n = m+l
~sa Alm, n)
2) pour tout m, si S(m) # m+l, donc si n # m+l
F‘Sa ~A(m, n)
3 Fsa (W) (W) (W) TvE = v,) 0 ((v] = v3) 0 (v, = vy))]

Démonstrations

Définition de 1'ebf A:
A(Vl’ v2) =df vy = Vo

Alm, n) =m* = n

1) Si n=m+l, c'est-d-dire quand S(m) = n+l, i1 faut prouver que:
~ga (m* = n)
n = mt+l n =mtl, Mth. 34.2
2 éﬁl :_5* Mth. 34.1
3 | m* =n 1, 2, =e

2) Si n # mtl, c'est-a-dire quand S(m) # m+l, i1 faut prouver que:

Fsa ~(m* = n)
1 |~(mtl = n) m+l # n , Mth. 34.3
2 | m*=mtl Mth. 34.1
3 ~(m* = n) 2, 1, régle rem

3) Troisiéme condition
Fsa (W) (W) (W) [(v] = v,) 2 ((v] = v3) 2 (v, = v3))]

1 L.vf =V, hyp.

2 vf = Vy hyp

3 vf =V, 1, reit.
4 Vo T Vg 2, 3, =e
5 (VT = v3) D (v2 = v3) 2-4, 5 i
6 (v’l( = vz)o((vl* = v3):>(v2 = v3)) 1-5, 0 i
7 (Vvl)(!vz)(¥v3)[----] 6, 3xGEN
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METATHEOREME 37.3 La fonction PROJECTION est définissable dans s,
Définition de 1'ebf A:

A(vl,..., Vi vk+l) =df (v1 = vl)A PR (Vk = vk)A(Vk+1 = Vi)

Pour des nombres Nisevns Ny donnés, la fonction P? prend une valeur, soit
n celle-ci:
k
Pi (

0]
=

Niseens nk)

I1 faut montrer que :

1) Si P?(nl,..., nk) =N, donc si n = n
l_sa A(ﬂl’--oa ﬂk’ ﬂ)

. ok .
2) Si Pi (nl,..., nk) # n. o donc si n # n,

F‘Sa~A(ﬂ1’-°-a Ny n)
3) Feal¥vy)ee (W ) (¥ )Wy D) TAV e Vs v ) D ((ALVg sy vy Virn)D
(Va1 = Viwp)))

Question

150. Démontrer que la fonction PROJECTION est définissable dans 5@,

Les preuves de la conservation de la propriété de 'définissabi-
1ité' dans S2 pour les opérations de substitution, de récurrence et de mini-
malisation généralisée sont longues. Nous nous contenterons d'illustrer ou
d'esquisser le procédé démonstratif de certaines d'entre elles. Des dévelop-
pements plus complets peuvent étre trouvés notamment dans Mendelson [1979],
Kleere [1980].

METATHEOREME 37.4 - L'opération de SUBSTITUTION conserve dans s? 1a propriété
de 'définissabilité'.
Nous caricaturerons la démonstration en ne considérant que deux

fonctions & un seul argument: f(x) et h(x). Cette maniére de procéder conser-
ve T'esprit de la démonstration et a 1'avantage d'en simplifier la forme.

I1 s'agit donc de montrer que si f(x) et h(x) sont deux fonctions
récursives définissables, alors g(x) = f(h(x)) est une fonction récursive

définissable.

Affirmer que f est une fonction récursive définissable c'est admettre
qu'il existe une ebf A(vl, v2) telle que pour tout nombre ny
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* 51 fny) = np alors f=gq Alnys ny)
¥*sif(m) £ ny alors qa=Alny, np)

st (v ¥, (WS ) TAGY Vo S (A(Vs V305 (v, = v3))]

~nNo

Affirmer que h est une fonction récursive définissable, c'est
admettre qu'il existe une ebf B(vl, v2) telle que pour tout nombre ny:

0 si h(nl) =, alors k—Sa B(gl, 32)
00 si h(ny) # n, alors |—¢a~B(n

=

2 )
1* 12
nog (¥vy) (¥o) (W3)[B(vys vo) o (B(vys v3) D (v, = v4))]

Sur la base de ces données, il faut montrer que 1'on sait cons-
truire une ebf C(Vl’ v2) telle que pour tout nombre ny

1'opération de substitution:
n, = f(h(n,)), c'est-a-dire
gfn,) = F(h(n

+ 51 g(ny) = n, alors =ca C(nys gz)j} avec, dans le contexte de
)

++ §i g(nl) 7E n2 alors l'_sa ~C(_rlla !—1-2)

e (V07 (W) (W5) [C(vys ¥,) D {Cv s v4) Dty = v3))]

Avant de poursuivre cette démarche établissons un Temme.

LEMME I - Si j est une fonction 3 un argument et s'il existe une ebf
D(vl, v2) qui satisfasse aux conditions :

Fga(¥v ) (W) (W) [D(vy, vp) D (D(vys v,) D (v, = v4))]
Fsa D(n;> j(ny)) quel que soit le nombre n,
alors D(Vl’ v2) satisfait aux deux premiéres conditions de la
‘définissabilité', c'est-a-dire :
7 sij(ng) =n, alors F‘D(gl, n,)
#7 si j(nl) # n, alors F—~D(gl, gz)

Démonstration

Supposons les deux conditions .) et ..) réalisées; il en résulte
que:

1) $i j(ny) =n, alors |=ca j(n;) = n, Mth. 34.2
Opérons dans ..) 1la substitution suivante: Qiﬂl)/ n,

On obtientalors # : si j(nl) = n, alors F—Sa D(gl, 32)
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2} si j(ny) # nyalors ca ~(ilny) = n,)  Mth. 34.2 *

Opérons dans .) la substitution suivante:

AL A R A 3

1| (%) (W) (W3) [D(v), v,) D (D(vgs v4) D (v, = v3))]

2 | D(nys 3(ny))2(D(nys np) 2 (3lng) = ny)) 1, sub, Ve
3 |p(ng, 3(n)))

4 |0(nys n,)9(Jlny) = ny)) 3, 2,%e

5 |~(i(n;) =1n,)D ~D(n;, ny) 4, contrap.
6 |~(i(n)) = n,) *

7 |~D(ny5 ny) 6, 5,0

On obtient bien ## : si j(n;) # n, alors =ca ~D(ny, n,).

Avant d'entreprendre la preuve du Mth. 37.4, il est utile de trans-
former la régle d'élimination d'un quant{ficateur existentiel pour obtenir
la régle dite régle de choix, C. Celle-ci permet de présenter une démonstra-
tion plus é&légante. La régle d'élimination du quantificateur 3 a la forme

suivante:
(3v)A(v)
v |A(v) Avec 1'interdiction de réitérer une ebf qui con-
tient v libre et & condition que B ne contienne
B pas v libre.
B

Si on élargit le systéme S en un systéme s en ajoutant de nouvelles
constantes d'objets {al, CPPPRR an,...} et si a est 1'une de ces constantes,
on peut utiliser la régle de transformation suivante:

Régle C : Si FP—S (Iv)A(v) et si T, A(a)'P‘S+ B alors T P—S B, &
condition que B ne contienne pas a [Rosser 1953: 128 ].

Prouvons maintenant que si f(x) est définissable par A(wl, w2),
et h(x) par B(ul, uz), alors g(x) = f(h(x)) est définissable par 1'ebf
C(Vl’ v2): C(Vl’ v2) =df (3vk)(B(v1, vk)A A(Vk’ v2).

Dans le contexte de 1'opération de substitution, les fonctions h et

f s'articulent ainsi: f(h(x))
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posons ce qui suit :
h(nl) =i et f(j) = n,

on a alors
f{h(n))) = n,
et g(ny) est f(h(n;))

Prouvons tout d'abord 1a condition ..)s c'est-a-dire, C(gl, gigl)) qui, par
la définition précédente est -
(3vk)@(gl, Vi) A Alv, s g(n;))  ou écrit en fonction de f et h:

(3v) (Blnys vIh Alv,, £(n(n))))

1 B(n;, 1) h est définissable, h(n;)=1 O
2 D—ﬂl) =1 h(n1)= i, Mth. 34.2

3 [A(i, n,) f est définissable, f(i) = n, *
4 1f(i) = n, f(i) = Ny, Mth. 34.2

5 |A(i, f(i)) 3, 4, rem

6 |A(d, (h(nl))) 2, 5, rem

7 |Blnys D)AA(H, f(h(n,))) 1, 4, Aj

8 (3vk)(B(ﬂl, V) Alv, f(h{n;)))) 7, 3i, i / Vi

9 (3vk)(B(gl, vk)A A(vk, gigl))) 8, fiﬂiﬂl)) est gigl)
10 C(gl, gigl)) 9, déf. de C.

En prouvant de plus la clause d'unicita, c'est-d-dire :

) f‘sa'(Vvl)(sz)(Vv3)[«v1, Vo) D(C(vy, v3) (v, = v3))]

On aura ainsi démontré toutes les conditions que g(x) doit remplir pour &tre
définissable.

Par définition de 1'ebf C, cette clause s'écrit ainsi:
Fsa (Vo) (W) (Wv3) [Ev, ) (B(v,, ViAA(V 5 v,)) O
((EVk)(B(Vl’ Vk)AA(Vk: V3))3(V2 = V3))]

Posons Tes abréviations suivantes:
Pr=df (¥v ) (¥v,) (Wug) (A(vy, Vo) 2 (Alvy, v3)a (v, = vy)))

Q =df (VVI)(sz)(VVB)(B(Vl’ Vz)D(B(V1-3 V3)3(V2 = V3)))
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M(v, ) =df B(Vl’ vk)AA(vK, v2)

o)
N(vk) =df B(Vl’ vk)AA(vk, v3)

Sur la base de ces abréviations, il faut donc prouver:

Fsa(¥vy) (W) (W3) (v, M(v, ) 3 ((3v IN(v, ) D (v, = vq))]
Pour ce faire, utilisons un nouveau lemme.
. + . cd
LEMME II - Soit Sat = S% + {al, CPYRRRP an,...}

Soit Satt = sat 4 {bl, b s b o,

IRRE n

Alors, si a est un a; quelconque et b un bi quelconque,
M(a)’ (EVk)N(Vk)’ N(b) F§a++ V2 = V3

Démonstration du lemme

- . - - -

1 B(vl, a)rA(a, v2) M(a)

2 | @V )[B{vys v IAA(Y, v3)] (3v IN(v,)  prémisses
3 B(vl’ b)AA(b, v3) N(b)

4 -;k _?(vl, vk)AA(vk, v3) Hyp. 3e

5 B(vl, a) } 1, reit, pe

) A(a, v2)

7 Blvys b) 3, reit, pe

8 A(b, v3)

9 B(Vl’ a)2(B(vys b)D(a = b)) Q, Ve, vy/a, V3/b
10 B(vl, b)o(a = b) 9, 5,%e
11 a=bh 10, 7,95e
12 A(b, v2) 6, 11, rem
13 A(b, v2):)(A(b, v3) g(v2 = v3)) P, ¥e, vl/b
14 A(b, v3)’3(v2 = v3) 13, 12,0e
15 v, = V3 8, 14,0 e
16 Vo = Vg 2, 4-15, e

Nous avons ainsi montré que:

L. M(a), (v IN(v,), N(b) F§a++ Vo = Vg Lemme II
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De plus:

2. M(a), (AVIN(Y)s Fgar (3vIN(v,) Mth.:B, A A

3. Tfa), (Hvk)N(Yf) P—Sa+ Vo = Vg 1, 2, régle C

r

o (VMO )s (BYIN(V,), M) fgar vy = V3 3, Mth. 1.1

5. (v Mv)s (BvIN(v) s (v M(v, ) Mth.: A, B |-A

6. (v IM{v)s (v IN(v)  fga v, = vg 4, 5, Régle C
< ‘;;, ,

7o (WIMv) Fga (v IN(v, )2 (vy = vg) 6, Mth. 3

8. Fqa (I IM(v)D ((av IN(v,)a (v, = v3)) 7, Mth. 3

9. Fga (W) (¥v,) (W) [-=--] 8, 3x GEN

IT s'agit de la clause d'unicité.

L'opération de SUBSTITUTION conserve la propriété de définissabilité.
Bien que Ta démonstration ait &té faite en ne considérant que des fonctions f
et h a un seul argument, ce résultat reste valide pour un nombre quelconque

d'arguments.

METATHEOREME 37.5 - L'opération de RECURRENCE conserve la propriété de
définissabilite.

Si f, une fonction & k arguments, est définissable dans S2 par une ebf A 3

k+1 arguments et si h, une fonction & k+2 arguments, est définissable dans

5@ par uneebf Ba k+3 arguments, alors la fonction g, d k+1 arguments:

g(nl,..., Ny s 0) = f(nl,..., nk)
g(nl,..., Ny s nk+1) : {:

g(nl,.., Ny a+l) =
h(nl,..., s as g(nl,..., Ny a))

est définissable, et il existe donc une ebf C & k+2 arguments qui lui est as-

sociée. Nous ne ferons que présenter 1'ebf C.

Présentons tout d'abord un résultat qui sera utile: Ta B -fonction
de Godel.
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Soit Nyseees Nps uUne succession de nombres naturels, il existe
alors une fonction B et deux nombres naturels m et p tels que:

B (m, p, i) = n, avec 1<is<n.

La fonction 8 est récursive:
Soit la relation récursive Ry, Rl(x, ¥y, z) : (y = O (y.(z+1)>x)
et soit fR (x, y, z)» la fonction récursive qui lui est associée; alors

la fonction PED(x, y) est également récursive:
PED(x, y) = uZ(le(x, y> z) = 0)
La fonction PED représente la partie entiére de la division de x
par y. Soit RD une nouvelle fonction récursive: RD(x, y) = x = (PED(x, y).y)s
elle représente le reste de la division de x par y. Sur la base de ce qui
précéde, la fonction 8 s'écrit ainsi:
8 (x, ¥, z) = RD(145(2).y, x).
De plus, cette fonction B est définissable dans sd. L'ebf G & quatre arguments
qui Tui est associée a la forme suivante:
G(x, ¥, z, w) =df (Iv)[(x = ((1+S(z).y).v+w)) a(w<(1+(S(2).y))]
[Kleene 1980: § 41 et § 48].
Revenons, avec ce bagage, & 1'ebf C qui est associée a la fonction
g définie par 1'opération de récurrence. Cette fonction g(nl,..., Ny nk+1)
e a \ .
est définissable dans S” par 1'ebf C(Vl"“’ Vis Vie1 Vk+2) telle que:
sig(ngsees nps neep) =0 alors Fga Cnqseees Mys Myys n)
si g(nl,..., Ny nk+1) #n alors F-Sa ~C(nyseees Mo Myyqs n)
plus clause d'unicité.

Définition de 1'ebf C

C(V].,..., Vk, Vk+1’ Vk+2) =df

(3u) (V) LEW)(G(u, v, 0, WIAA(Vys.ees Vs WA
B(us Vs Vigps Vi)
(¥s)((s<v, 1) D
(3y)(32)(6 (u, v, s, y)A
G(u, v, S(s), z)A

BV gseees Vo 50 Yo D)D)



