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CHAPITRE 4 - LES SYSTEMES FORMELS DU PREMIER ORDRE

1. PREAMBULE

I1 s'agit d'un vaste ensemble de systémes formels qui d'une
part, formalisent la logique des propositions et celle des prédicats et,
d'autre part, permettent de formaliser différentes théories dont celle
de 1'arithmétique par exemple: la partie logique permettant en quelque
sorte de calculer sur la théorie formalisée.

On désignera un systéme formel quelconque du premier ordre
par le nom S. On opérera une distinction entre deux catégories de sys-
témes du premier ordre.

1. IT y a celle qui représente les systémes logiques purs. II
s'agit d'un ensemble de systémes congus pour représenter par exemple:

la logique des propositions: LO;

la logique des prédicats monadiques: L! (1a logique des propriétés);
la logique des prédicats binaires: L2 (la logique des relations);

la logique des prédicats n-aires: ",

On désignera un systéme quelconque de cette catégorie-1a par le nom L.

2. 11 yala catégorie des systémes du premier ordre qui cons-
tituent une expansion des systémes logiques purs, expansion concue de
maniére & représenter des théories appliquées. Ces systémes, en plus des
axiomes logiques, possédent des axiomes extra-logiques caractérisant une
théorie particuliére. I1s possédent ainsi des axiomes propres. On dési-

gnera un systéme quelconque de cette catégorie-1a par le nom s*.

////////S systémes du premier ordre
systémes purs: L s* systémes appliqués
Lotz L., L" s . un systéme pur + axiome(s)

propre(s) [par exemple ceux
capables de fonder 1'arith-
métique]



Les systémes du premier ordre contiennent donc L. Nous avons

1. 11 nous semble raisonnable de présenter 1'esprit et les con-
cepts fondamentaux des systémes formels d partir d'un systéme relativement
simple.

2. La logique des propositions est d'une importance capitale,
ce qui justifie d'en présenter séparément la formalisation.

sible d'y représenter une quantification qui n'agit que sur des symboles
qui seront interprétés comme des variables d'objet. Si, ce que nous ne fe-
rons pas, la quantification agissait sur des variables de prédicat, le sys-
téme serait du deuxiéme ordre et, du troisiéme ordre si elle agissait sur
des variables de "prédicat de prédicat", etc.

2. LES QUATRE ENSEMBLES FONDAMENTAUX

2.1 L'alphabet &

IT est constitué de 1'union des ensembles suivants:

(1) Ensemble des constantes d'objet: {Cy, Coseees cn,...}
Cet ensemble peut étre vide: c'est souvent le cas pour la formalisation
de la Togique des prédicats. I1 peut aussi ne contenir qu'un nombre

fini d'é1éments: pour formaliser 1'arithmétique, un seul &lément suffit.

(2) Ensemble des variables d'objet: {Vvi, Vos.uns vn,...}
Elles constituent toujours, quand elles existent, un ensemble infini
(dénombrable).

(3) Des ensembles de symboles de prédicat: {p?, pg,..., pg,...}

L'indice supérieur d est le degré du symbole. I1 peut varier de O -
d k quelconque. Pour formaliser la logique des propositions, nous n'a-
vons considéré que les symboles de prédicat de degré zéro.

(4) Des ensembles de symboles de foncteur: {f?, fg,..., f%,...}

L'indice supérieur d est le degré du symbole. Il peut varier de 1
d k quelconque.

(5) L'ensemble des connecteurs: {~, @, ¥}



(6) L'ensemble des parenthéses: {(, )}

Conventions: c, .o Cj désignent une constante quelconque
Vs Vi, Vj désignent une variable quelconque
pd, p?, pg désignent un symbole quelconque de prédicat de
degré d
fd, f?, f? désignent un symbole quelcongue de foncteur de
degré d

Questions:

1. L'ensemble & est-i1 dénombrable?
2. L'ensemble~9/7e5t11 décidable?
3. Que peuvent représenter les symboles de foncteur dans une interprétation?

2.2 L'ensemble des ebf: &

Nous allons procéder en trois temps et définir successivement:
I. L'ensemble des termes.
IT. L'ensemble des formules atomiques.
[TI. L'ensemble des ebf Tui-méme.

I. L'ensemble des termes

(1) Une constante d'objet est un terme.

(2) Une variable d'objet est un terme.

(3) Si £ est un foncteur de degré d et si t;, t,,..., t  sont des termes
(pas nécessairement distincts), fdt1t2 . td est un terme.

(4) Rien n'est un terme sinon par ce qui précéde.

Questions:

4. Ecrire quelques termes.
5. Parmi les expressions suivantes, lesquelles sont des termes?

3.2 2
Cys Tivys vu, FIvivivy, fRvivyvy, Fififific,, ficaficafic ey, 3
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6. Quels sont les termes dans la logique des propositions, dans la logi-

que des prédicats?

IT. L'ensemble des formules atomiques

(1) Si pd est un prédicat de degré d et si t;, t,,..., td sont des termes
(pas nécessairement distincts), pdtltz... td est une formule atomique.

(2) Rien n'est une formule atomique sinon par ce qui précade.

Questions:

7. Ecrire quelques formules atomiques.

8. Parmi les ‘expressions suivantes, lesquelles sont des formules atomiques?
1 2 2 0 22 1 2 1 2 2 111

P1C1s P1V3Vss €3, FiC3vy, Pys Prficifyvicys fipyvave, picifivics, pififivy
9. Quelles sont les formules atomiques dans 1a logique des propositions,
dans celle des prédicats? |
10. En quoi se distinguent un terme et une formule atomique?

(1) Une formule atomique est une ebf.

(2) STA est une ebf, A est une ebf.

(3) Si A et B sont des ebf, (A2B) est une ebf.

(4) Si A est une ebf et v une variable d'objet, (¥v)A est une ebf.
(5)

Rien n'est une ebf sinon par ce qui précede.

partie (cf. remarques). De plus, nous poserons (3v)A =df ~(¥v)~A.
Le signe ¥ est appelé le quantificateur universel et le signe le quantifi-

cateur existentiel ou particulier.

Questions:
11. Dans la clause (4) de la définition inductive de 1'ensemble des ebf,
1'expression A contient-elle v?

12. L'expression suivante est-elle une ebf?

(¥w)pive 2 v(3v,)piv,
13. Ecrire quelques ebf. .
1
14. Ecrire sans abréviation: ~(3v)pyv A (3Vv)~pyv
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[T faut maintenant introduire deux notions.

DEFINITION 19 - Soit les ebf (¥v)A et (3v)A. Les quantificateurs ¥ et 3

-variables
1iées et va-

sont dits au nom de la variable v. Chacun d'eux opére sur

riables Tibres- 1'ebf A qui constitue le champ des quantificateurs.

1)

Qu
15.

16.

17.

Toute variable située dans le champ d'un quantificateur &

son nom est dite 1iée. Sinon elle est libre.

liée
l 1 3!
(Yvi)(pyvia(Avy)pyvivyvy)

1ié '
€€ libre
———
champ de 3
— J
champ de ¥
champ de 3
liée
y ! 1
(¥vy)(prvy2 (Qvy)pvy) oy
L1 +
liée libre
& 7
champ de ¥

estions:;

Quelles sont les variables libres dans
(Vvl)pfvlvzo (3v2)p‘fv1v2
2 2
(¥ Pyvivy 2 (v, )p vyvy)
Un terme peut-il contenir une variable? Si oui, peut-elle étre liée dans
ce terme? Et dans une ebf qui contient ce terme?

Une formule atomique peut-elle contenir une variable? Si oui, peut-elle

€tre liée dans cette formule? Et dans une ebf qui contient cette formule?

écrirons A(v).



DEFINITION 20 - Soit un terme t et une ebf A(v) -elle contient donc une va-

-1 v- . . .
libre pour riable v libre. On dit que le terme t est libre pour v dans

.A(v) si, mis a Ta place des occurrences libres de v dans A,
aucune des éventuelles variables de t ne se trouve liée. Dit
autrement, le terme t est Tibre pour v dans A(v) si, dans
A(v/t) [1'expression cbtenue aprés avoir substitué le terme

t & chaque occurrence libre de v dans A(v)] les variables
libres qui peuvent figurer dans le terme t restent libres.

Exemple : A(vy) : (sz)pfvzvlo p2v,v,

- le terme v; est libre pour v; dans A(v;)

- Te terme f%qu3 est libre pour v, dans A(v;)

- le terme f{v2 n'est pas libre pour v;. En effet, sa variable
v, se trouve liée dans

1 2 1
A(vi/t):  (¥vp)pivafiveo pivafivs
W |

liée

Questions:

18. Soit le terme fiv,c,. Trouver une ebf A(vy) telle que ce terme ne soit
pas libre pour v, dans A(v,). Une fois A(v,) trouvée, chercher un terme
ff—- qui soit libre pour v, dans A(v,).

19. Un terme qui ne contient pas d'autres variables que v est-il libre pour
v dans A(v)?

20. Un terme qui ne contient que des constantes est-il toujours libre pour
v dans A(v)?

2.3 L'ensemble des axiomes: .2?

IT s'agit d'un élargissement de 1'ensemble des axiomes de L°. Tou-
te ebf de 1'une des cing formes suivantes est un axiome logique, et rien

n'‘est un axiome logique sinon par 1'une de ces formes:

(A1) A9(B2A)

(Az) (A2(B2C))2((A>B)3(Ad2C))

(A3) (~B93~A)3((vBd A)2B)

(Ad) (¥v)A(v)DA(v/t) si t est libre pour v dans A(v)

(A5) (¥v)(B2A(v))3 (BD (¥v)A(v)) si B ne contient pas v libre.



Questions:

21. Donner un exemple d'axiome pour chacun des schémas Al-A5.

22. Les ebf suivantes sont-elles des axiomes?
(¥vy)(preppivicy) o (piepd (Yvq)pivicy)
(¥v1) (@ v2)PTvive2 @ V,)pivav,

(¥v1) (3v)pEvived @V, )pivy vy

Remargue. Insistons encore sur la distinction entre systémes du
premier ordre purs (L) et les systémes de premier ordre appliqués (S%). Les
premiers ne contiennentque des axiomes logiques. I1s formalisent 1'appareil
logique. Quant aux seconds, ils possédent, en plus des axiomes logiques, des
axiomes d'une autre nature. Il s'agit d'une catégorie d'axiomes qui mention-
nent explicitement telles constantes, tels symboles de prédicat et tels sym-

boles de foncteur. Ce sont les axiomes propres.

Par exemple, pour formaliser une structure d'ordre partiel, il
faut offrir une base axiomatique qui, en plus des axiomes logiques, posséde
des axiomes propres, par exemple:

(AO1) : (Vv)mp%vv
(A02) = (¥v;) (W) (W) (Prvyvsh pAvyv ) 2 vy )
Ces deux axiomes spécifient 1'irréflexivité et la transitivité du prédicat

2 s . . .
p; choisi pour représenter une relation d'ordre partiel.

2.4 L'ensemble des régles: 4

Cet ensemble ne contient que deux éléments:
- la régle MP, le modus ponens (cf. p. 38, lére partie)
- la régle GEN, la généralisation. Elle s'énonce ainsi:
Si A est une ebf, alors (¥v)A est une conséquence immédiate
de A.
GEN: A > (¥v)A

Questions:

23. La régle du modus ponens s'applique-t-elle a (Vvl)(p?apivl) et p?? Si
non, peut-on transformer les expressions données de maniére a ce que
la régle MP s'y applique?

24. Mémes questions pour (Vvl)p%vla p? et p}v1 [

25. (Vvl)(p?:>(3v1) p%vlvl) est-elle une conséquence immédiate par GEN

de 1'ebf p(1)° (3vy) n%vlvl ?



3. THEOREME ET CONCLUSIONS SYNTAXIQUES

- les théorémes et conclusions syntaxiques d'un systéme S sont

construits selon Tes démarches exposées au chapitre 2 [1ére partie,

pp. 27-31]. Nous n'insisterons donc pas sur cet aspect, sinon pour souli-
gner la distinction au niveau de 1'appareil déductif entre le systéme LO
et le systéme L qui formalise la logique pure des prédicats du premier

ordre.
Appareil déductif

Lo L
(A1) (A1)
(A2) (A2)
Axiomes ‘ (A3) (A3)
(A4)
(A5)

Régles MP MP
GEN

Questions:

. 1 1
26. Etablir la preuve du théoréme suivant: F(¥vi)p1v, o (¥vy)pyvy
[Utiliser notamment (A4) et (A5)].

27. A premiére vue, le résultat précédent peut paraitre &trange. Que
peut-on en conclure quant au 'statut' des variables liées?

28. Effectuer 1a2déductjon suigante: , . , :
(¥w1)((¥v3)p1vavaapivy)s pyvivy F(¥vq)pyvy [Utiliser notamment (A4)
et (A5)].

4. LE "THEOREME" DE LA DEDUCTION POUR S

Nous allons établir le "théoréme de la déduction" pour un sys- -
téme quelconque du premier ordre. I1 s'agit d'un métathéoréme analogue au
métathéoréme 3. Mais le systéme LO est une réalisation 'élémentaire' des
systémes du premier ordre et le "théoréme de la déduction" n'offre aucune
difficulté. Pour un systéme qui formalise le calcul des prédicats, il est
nécessaire de prendre quelques précautions par rapport au jeu des variables.

Une difficulté intervient donc. Elle correspond & 1'interdiction -en déduc-



tion naturelle- de réitérer dans certaines conditions une variable libre.

2. Soit la déduction de (ij)(Vvi)A(v.

Les deux définitions que nous proposons contribuent & formuler un "théo-
réme" qui évite toute confusion.

DEFINITION 21 - Soit une déduction By, B,,..., B
-dépendre de-

n d partir d'une classe

d'hypothéses qui contient en particulier A.

Une ebf Bi dépend de A si

(1) B, est A ou

(2) B, résulte par la régle MP ou GEN d'ebf dont 1'une

j
au moins dépend de A.

D L

1. Soit la déduction de (¥v)B a partir de la classe d'hypothéses T:

r = {A, (¥v)A92B}

1. A €T

2. (¥v)A 1, GEN

3. (¥)A928B €r

4. B 3, 2, MP

5. (¥v)B 4, GEN

Si 1'on abrége 1'expression "dépend de E" par dép(E), on a la situation
suivante:

Expression de 1a ligne

1. dép(A): c'est A

2. dép(A): résulte par GEN de A qui dép(A)

3. dép((¥v)A9B): c'est (¥v)A2 B

4 dép(A): résulte par MP d'une ebf qui dép(A) et dép((¥v)A9B):

résulte par MP d'une ebf qui dép((¥v)A9 B)

5. dép(A) et dép((¥v)A9B): résulte par GEN de B qui elle-méme
dép(A) et dép((¥v)AaB).

i Vj) & partir de la classe d'hypo-
théses TI: T = {(VVJ)A(Vi’ Vi)l

1. (VVJ)A(Vi’ Vj)DA(Vi’ vJ.)J (A4)

2. (W3 )Alvy, vs) € I3 dep((¥v,)A(v;, V)
3. A(Vi’ Vj) 1, 2’ MP; " "

4. (Vvi)A(vi’ Vj) 3, GEN; " "

(8]

. (ij)(Vvi)A(vi, V.) 4, GEN; ] "

J
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Questions:

29. Un axiome dépend-il d'une quelconque hypothése?
30. Considérer la déduction de la question 28 et déterminer les dépen-
dances -si elles existent- pour les ebf de chacune des lignes.

DEFINITION 22 - Dans une déduction, une variable est tenue constante
-tenir constant- .1.tivement a une hypothése A si:
1) elle ne figure pas libre dans A ou

2) si, libre dans A, elle n'est pas liée par GEN dans
une ebf qui dépend de A.

1. Dans la déduction 2 qui précéde, la variable v, est tenue constante
relativement & 1'hypothése (ij)A(vi, vj): v n'y figure pas libre.
La variable V., par contre, n'‘est pas tenue constante; en effet, elle
est liée par GEN [Tigne 4] dans 1'ebf A(v > V5 ) qui dépend de 1'hypothése.

2. Soit la déduction de (Vvl)plvl a partir de la classe d'hypothéses r :
r= (W) ((¥v3)pivava o pivi), pivivel

| — et e —rt
P1 P2
1. pfvlvz €T
2. (Vvl)pfvlvz 1, GEN
3. (Vv,)p%vlvzapfhvz (A4), t: v
Cdopivave 3,2, o
5. (VV3)p§V3V2 4, GEN
6. (¥v1) (W3 )pivavan pivi) O ((Wa)pivsvaa(ividpiva) - (A5)
7. (Vvl)((Vv3)p1v3v29 plvl) €r
8. (¥v 3)91V3V29(VV1)P1V1 6, 7, MP
9. (¥ vl)plvl 8, 5, MP

vy est tenue constante relativement a P1l: elle y est liée.
vo est tenue constante relativement & P1l: elle y est libre et le reste.
vy est tenue constante relativement 3 P1l: elle y est liée.

vy n'est pas tenue constante relativement d P2: elle y est 1ibre mais
se fait lier par GEN relativement & 1'ebf p%vlvz qui dépend de P2.
v2 est tenue constante relativement a P2: elle y est libre et le reste.
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Questions:

31. Y a-t-il sens & définir la propriété "d'étre tenue constante relative-
ment d une hypothése" pour une constante?

32. La notion de "dépendance" ou celle "d'étre tenue constante" s'applique-
t-elle a autre chose qu'd des hypothéses?

33. Effectuer la déduction suivante et déterminer quelles variables sont
tenues constantes:

Alvis vi)s (¥ )ACvy, vi)2B(v) (v, )B(v))

METATHEOREME 12 - "le théoréme" de la déduction pour S
Dans S, si I, Al-B et si les variables sont tenues cons-
tantes relativement & A alors T|A9B.

tion sur le nombre k de lignes de la dé-
duction supposée donnée: T, A}-B

Base de 1'induction : k =1

Dans une déduction ne comportant qu‘une ligne aucune application des
régles n'est possible. L'@tude de ce cas est donc en tout point sem-
blable 4a celle présentée pour la démonstration du métathéoréme 3
[lére partie, pp. 41-43].

Pour toute déduction r, A |-B dont les variables sont tenues cons-
tantes relativement & A et qui compte au plus k lignes, on peut éta-
blir 1a déduction r—A2B.

Pas d'induction :

Nous devons montrer que si la déduction I', A |-B compte k+i lignes et
si les variables sont tenues constantes relativement & A, on peut éta-
blir une déduction I'A2B. Considérons une déduction de k+1 lignes
dont 1'expression de la k+l niéme ligne est B. L'expression B peut se
Justifier de cinq maniéres différentes.

1. B est un axiome ou un théoréme: [-B.

2. B appartient a T.

3. B est A.
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4. B est une conséquence immédiate de deux ebf qui la précédent

par la régle MP.
5. B est une conséquence immédiate d'une ebf qui la précéde par
la régle GEN.

L'étude des quatre premiers cas est en tout point semblable
a celle présentée pour la démonstration du métathéoréme 3 [1ére partie,
pp. 43-44]. Nous ne traiterons en conséquence que le cinquiéme cas: B
est une conséquence immédiate d'une ebf qui Ta précéde par la régle GEN.

Considérons donc la déduction r, A-B qui compte k+1 lignes.

L.
2.
i B,
1
k¥l B i, GEN

L'expression B de la ligne k+1 résulte par GEN d'une ebf Bi qui la précéde.
B est soit de 1a forme (¥v)C ol C ne contient pas v libre, soit de la for-
me (¥v)C(v) ol C contient v libre.

B, est donc de la forme C ou C(v). Cette distinction n'intervient cepen-
dant pas dans la démonstration. Nous utilisons donc uniquement C{v).

L'ebf Bi s'inscrit & la ligne i; cet indice est strictement plus petit que
k+1, L'ebf Bi entre donc dans le champ de 1'hypothése d'induction et on

obtient: rH—A2C(v) Bi est C(v) et hyp. d'induction.

Poursuivons cette déduction:

n AaC(v) hyp. d'induction [conclusion déduite &
partir de 1'ensemble des hypothéses r]

ntl  (¥v)(AaC(v)) n, GEN

nt2  (¥)(A2C(v))2(A2(¥v)C(v)) (A5), si A ne contient pas v libre

nt3 Ao (¥v)C(v) n+2, n+l, MP

nty  AdSB n+3, (¥v)C(v) est B

Donc, si A ne contient pas v libre [c'est-a-dire, si v a &té tenue cons-
tante relativement a A], on obtient '—A9B.

Questions:

34. Comment savoir si A ne contient réellement pas v libre?
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35. On donne 1a déduction: T, A;, A,|-B. Que permet d'écrire le méta-

théoréme 12 si A; et A, ne contiennent pas de variable? Et si A; con-
tient vy, Ay contient v, et que seule v, est tenue constante?

36. Pour quelle raison n'avons-nous pas a nous soucier, dans 1'é&tude
des quatre premiers cas de la démonstration du pas d'induction,
d'opérer avec des variables tenues constantes?

METATHEOREME 13 - Dans S, si Trj-AoB, alors r, Al-B.

a une déduction de A3 B.

Ajoutons a cet ensemble d'hypothéses, 1'hy-
pothése A. Sous cette condition, il est
possible d'établir la déduction: r, A}-B.

1. AoB se déduit de T (hypothése du Mth. 13)
2. A est 1'hypothése ajoutée
3. B 1,2, MP

On obtient donc la conclusion B a partir de 1'ensemble
des hypothésesT et A : I, A}-B.

Question:

37. Pourquoi n'a-t-on pas ici a prendre de précaution avec les variables?

5. LES REGLES DE LA DEDUCTION NATURELLE

Les régles de la déduction naturelle établies pour L9 restent
valables dans S. I1 reste & vérifier que les régles pour le quantifica-
teur universel sont disponibles dans S.

On avait:
1] Reégle Ve
n -EVV)A(V)
AZ;;E) si t libre pour v dans A(v)

La régle ¥e n'est qu'une autre facon d'écrire le schéma d'axiome (A4)
avec sa restriction d'emploi.
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2] Régle ¥i

ntyv

m A(v)
(vw)A(v) n-m, ¥i. A condition de ne pas réitérer une ebf qui
contient v libre.

Dans la régle ¥i, le fait que la sous-déduction ne comporte pas d'hypo-
thése exprime que la régle GEN est de la forme:

si A(v) alors (¥v)A(v) et non pas

si BA(v) alors Bi—(¥v)A(v).
Enfin, 1'interdiction de réitérer une ebf qui contient v libre, garantit
que v est tenue constante et autorise 1'utilisation du Mth. 12.

~

uestion:

38. Considérer la déduction (¥v,)A(v,, V,) }-(sz)(Vvl)A(vl, v,) dans la-
quelle v, n'est pas tenue constante et vérifier qu'il n'est pas pos-
sible de démontrer -en déduction naturelle- 1'expression
(¥v, )A(vy, vy ) D(sz)(Vvl)A(vl, v, ).

6. LA SEMANTIQUE DES SYSTEMES FORMELS DU PREMIER ORDRE

I1 s'agit maintenant d'offrir le moyen de 'revétir' les sys-
témes formels du premier ordre d'une dimension sémantique. Reconnaitre
une signification aux ebf nécessite donc d'interpréter tous les symboles
qui les composent. Dans le systéme LO 1'interprétation des symboles était
aisée. 11 suffisait d'&tablir une application entre les symboles de pré-
dicat de degré zéro et 1'ensemble des valeurs V: V= {1, 1}. Mais ici, la
situation est autre puisque nous disposons d'autres symboles, soit:

EC : ensemble des constantes

EV : ensemble des variables

EP" . ensemble des symboles de prédicat de degré n; ne N, 0
[pour n = 0, nous avons déja une interprétation].

EF" . ensemble des symboles de foncteur de degré n; ne N, n>0.

Nous allons donc nous donner non seulement V = {r , 1}, mais
également un ensemble © non vide d'objets quelconques. Mais si cela est
suffisant pour offrir une interprétation aux symboles de constante et
de variable, c'est encore insuffisant pour attribuer une signification aux
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symboles de prédicat et de foncteur. Pour pallier cette difficulté nous
allons procéder comme suit: & partir de 1'ensemble @, nous définirons de

maniére extensionnelle d'une part les propriétés et les relations, et d'au-
tre part, les foncteurs.

Définition 'en extensjon' d'une relation: un rappel

Définir une propriété, une relation binaire, une relation
n-aire, c'est donner les é&léments, les couples d'éléments, les n-uples
qui possédent la propriété ou ont entre eux la relation [cf. 1ére partie,
pp. 83-84]. Attribuer une signification & un symbole de prédicat de degré
d, p?>0, c'est donc lui faire correspondre un ensemble de d-uple.

Soit @ ={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,...5 Ny...}
Attribution d'une signification a pJ o d =3
1) En extension:
p?k——+ R = {<0,1,9>, <0,2,9>, <0,3,9>, <0,4,9>, <0,5,9>, <0,6,9>,

<0,7,9%, <0,8,9>}

Cet ensemble R est contenu dans 1'ensemble produit Q3 c'est donc une
partie [un sous-ensemble] de @3 :
REQ( a3 )
2) En compréhension:

p? : "8tre entre 0 et 9"

Définition ‘en extension' d'un opérateur: un rappel

Définir un opérateur & n-opérandes, c'est donner les couples
d'arguments dont le premier consiste en un n-uple représentant les n opé-
randes, et dont le second argument représente le résultat de 1'opération
[cf. lére partie, pp. 84-85]. Attribuer une signification a un symbole
de foncteur f? de degré d , c'est donc lui faire correspondre un ensemble

de cette nature.
‘résu1tat

1={u.o,<i_,—, no-,L)-‘), o--}
~

n-uple de n opérandes

Soit @: {0,1,2,3}
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? od d = 2.

1) En extension:

fie—T = (<<0,0>,
<<1,0>5,
<<2,0>5,
<<3,0>,

Cet ensemble T est contenu

0>, <<0,1>,
15>, <<1,1s5,
2>, <<2,1>,
3>, <<3,1>,

une partie de 22xQ: TG({J(szQ).

2) En compréhension:

f? : addition 'reste modulo 4'.

1>, <<0,2>, 2>,
2>, <<1,2>, 3>,
3>, <<2,2>, 0>,
0>, <<3,2>, 1>,

dans 1'ensemble produit

Conventions : Posons les notations suivantes:
EC : ensemble des constantes de S.
EV : ensemble des variables de S.

EPO : ensemble des

970, ensemble des

EF9”0. ensemble des

<<0,3>, 3>,
<<1,3>, 0>,
<<2,3>, 1>,

<<3,3>, 25}

02xq , c'est donc

symboles de prédicat de degré zéro de S.
symboles de prédicat de degré d de S, d>o0 .
symboles de foncteur de degré d de 5, d>0 .

DEFINITION 23 - Une interprétation de S est la donnée

-interpréta- 4y 4o yiensemble V =

tion-

{1, £}- le domaine de valeurs;

2) d'un ensemble non vide o d'objets - le domaine d'objets;
3) d'une application vy de chacune des espéces suivantes:

3.1 WC : EC

3.2 ¥y ¢ EV

3.3 vy, 1 EPO
d

3.4 v.,d>0 : EP

3.5 Y.d>0 : EF

Questions:

d

—_
—_— Q
_— v

a

—

(Qd) -organisation relationnelle

— 9% )

39. Que peut-on dire des éléments de & ?

-organisation fonctionnelle.

40. En quoi 1'interprétation d'une variable différe-t-elle de celle

d'une constante?

41. De quelles facons une interprétation Il peut-elle étre différente

d'une interprétation 127
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Aprés 1'attribution d'une signification aux différents symboles

~ du vocabulaire, il s'agit d'offrir &galement une valeur sémantique aux

termes ainsi qu.'aux ebf.

Un terme [cf. pp. 3-4] étant une construction bien formée sur
la base de foncteurs, de constantes et de variables, c'est en considérant
1'application relative & ces éléments-1a que nous fournirons une applica-
tion attribuant une valeur sémantique & chaque terme.

Soit ET, 1'ensemble des termes. On définit 1'application
‘{/T:ET—>Q
par les trois conditions suivantes:

1) WT(ci)

i
=3
[qp]
—
(]
~—

= 1'é1ément de Q qui dans 1'image
‘FFd(f?)[G? (de Q)] est en relation directe
avec le d-uple : <WT(t1),WT(t2),...,WT(td)>
X

Cette formulation apparemment confuse mérite d'étre exemplifiée.

Soit @ = IN, le terme f2cv, et 1'interprétation I:
\yc(cl) =1
WV(Vz) =2
WFd(f%) = {<<0,0>, 0>, <<0,1>, 1>, <<0,2>, 2>, ...,

<<1,05, 15, <<1l,15, 25, <<1,2>, 35, ...y

<<2,05, 25, <<2,15, 35, <<2,2>, 4>,...}

En compréhension : "addition dans IN".
Recherche de la valeur de f%cjv;

1. Constitution du couple <wT(c1), WT(v2)>
WT(Cl) = WC(C1) =1
WT(VZ) = wv(vz) =2

On obtient le couple <1, 2>
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2. Reconnaissance du couple <1,2> dans un des éléments de 1'image
de 2 :

<<1’2>, 3>
3. Attribution au terme f%clvz de la valeur de @ qui est en relation di-
recte avec le couple <1,2>: 3.
¥o(fic)v,) =3
Questions:
42. Soit le terme fiv.f2v ,c,, 1'ensemble @ = IN et 1'interprétation I:
velea) = 25 ¥y (v3) = 75 vylvy) = 3

de(ff) = comme ci-dessus

\de(f?Z.) = {<<0,0>, 0>, <<0,1>, 0>, <<0,2>, 0>, ...,
<«<1,0, 0>, <<1,1>, >, <<1,2>, 2>, ...,

<«<7,1>, 7>, <<7,2>, 14>,..., <<7,5>, 35>, ...}
En compréhension : "le produit dans IN"
Déterminer 1'image de fiv,f2v,c,.
43. Soit @ = {1,2,3} et 1a formule atomique p%clv3 . On a choisi une in-
terprétation I dans Taquelle
‘yc(cl) = 2; \yv(v3) = 1; WPd(P%) = {<192>a <1’3>: <2’3>}

Comment interpréter en compréhension 1'image de p% ?
Pourquoi a-t-on <1,2>€,\1/Pd(p%) ?

A-t-on <‘PC(C1), WV(V3)>€Wpd(p%) ?

DEFINITION 24 - Soit A une ebf de S et une interprétation I. On appelle

-évaluation- évaluation de A pour 1'inteprétation I la valeur de

1'application val : A — V telle que:
1. va](p%) = T sSi Wpo(P?) = + dans I.

2. va](p?tltz...td) = T ssi
d
<WT(t1),WT(t2),...,WT(td)> € v¥pd(p;) dans I.

3. val(~A) = + ssi val(A) est différente de + dans I.
4. val(A9B) = + ssi val(A) est différente de + dans I
ou val(B) = 1 dans I.
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5. va]((Vvi)A)= T ssi val(A) = 1 dans I, quelle que soit .
1'image de la variable V..

6. val(A) =+ ssi val(A) est différente de T dans I.

Questions:

44. Dans la définition 23 [cf. p. 16], nous attribuions par1'application
WV un élément de @ a chaque &lément de 1'ensemble des variables EV.
Cette application ne différait en aucune maniére de 1'application WC’
laissant ainsi entendre que le statut de variable et de constante
n‘est, en fait, pas distinct. Dans la clause 5 de la définition 24,

il est spécifié: "quelle que soit 1'image de la variable Vi"' A 1'aide
de cette spécification quelle est 1'idée qui est réintroduite relati-
vement aux éléments de EV?

45. Soit 1'ensemble @: @ = {1, 2, 3}, et 1'interprétation I ainsi don-
née:
Wc(cl) = 2; wc(cz) =1; Wv(vl) =1

{<1,2>, <1,3>, <2,3>}

¥pd(p})
d(p3)

‘PP {<1,1>, <2,2>, <3,3>7 .
Pour cette interprétation,quelle est 1'évaluation de :
1) piaavi 2) pivic 3) pic,vy  4) pivyvy

5) (¥vy)p3vivy 6) (¥vi)p3vic, ?

DEFINITION 25

Une ebf A de S est logiquement valide sur un domaine

-1ogiquement " particulier @ ssival(A) = T pour toute interprétation sur @

valide sur Q-

DEFINITION 26
-logiquement
valide-

Une ebf A de S est logiquement valide ssielle est logique-

ment valide sur tout domaine Q.

Remargue Onvoit que la validité logique [déf. 26] est plus forte

que la validité logique sur @ [déf. 25].

Questions:

46. Peut-il arriver qu'une ebf soit logiquement valide sur un certain
domaine et pas sur un autre?

47. Est-il possible qu'une ebf soit logiquement valide sans é&tre logique-
ment valide sur un certain domaine Q7
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Soit 1'ebf A =df ~(¥v)~plva (¥v)plv et Te domaine Q & un seul élément:

Q= {T}.

IT n'existe qu'une seule maniére d'interpréter la variable v: y(v) = 1.

Mais i1 existe deux possibilités pour interpréter le prédicat de degré 1.
En effet, attribuer une signification a pl, c'est lui faire correspondre

un élément R appartenant & 1'ensemble des parties de gq:

RE 5 ()
Si 1'ensemble @ = {1}, alors 63(9) = {¢g , {11}, ou autrement écrit:
G)(Q) = {#,0}. I1 y a donc deux interprétations possibles pour p!:
) : Interprétation I'
vod(p?) <
Q : Interprétation I"

Comme nous voulons examiner la validité de A sur o , i1 suffit dés lors
d'étudier les deux interprétations possibles :

RN
Wv(v) 1 11 EXPLICATIONS
¥pd(p!) By I ! I
1. val(plv) L ! T |.tcarl ¢ ) i. Tcarleq
2. val((v¥v)plv) Lo . Quelle que soit la valeur de v il n'y
T
i a qu'une seule possibilité pour wv(v)
3. val(~plv) oL o{ . pcar 1+ def. 24 . Lcar 1.+ def. 24
T T
|
4. val((¥v)~plv) T L . cf. explication ligne 2
5. val(~(¥v)~plv) | L | T | . L car 4. + déf, 24 !. T car 4. +déf. 24
: l
! - : .
6. val(A . car 5., 2. +déf. 24 .. car 5.,2. +déf. 24
() @ i @7 " T

L'ebf A est donc logiquement valide sur g.

Questions:

48. Considérer 1'expression A de 1'exemple précédent et le domaine @ :
Q@ = {1, 2}.
Combien y a-t-i1 d'interprétations différentes pour v?
Former 1'ensemble des parties de @ :6)(9) puis établir toutes les in-

terprétations possibles pour pl.
L'ebf A est-elle valide sur @2
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- Considérer une ebf possédant un prédicat de degré 2; par exemple:
B = ~(¥v)p2vv.

49.

Décrire la démarche & effectuer pour déterminer si 1'ebf B est
lTogiquement valide sur 0.

Une tautologie sous-tend 1'idée d'une analyse finie de la combinatoire
des valeurs de vérité. L'exemple ci-dessus met en évidence qu'une telle
combinatoire finie est effectivement réalisée. I1 est tentant d'assimi-

Ter le terme de "tautologie" & celui de "logiquement valide". Mais cette
combinatoire finie est-elle toujours réalisée?

7. QUELQUES METATHEOREMES

IT est nécessaire de s'assurer que dans L. tout théoréme est

logiquement valide. Pour le démontrer, nous procéderons en deux étapes:
nous établirons tout d'abord que les régles GEN et MP conservent la pro-
priété "d'étre logiquement valide", puis nous montrerons que tout axiome

est logiquement valide.

7.1 00 i1 est question des régles d'inférence

La régle du modus ponens conserve la validité logique:
Si A et A>B sont logiquement valides, alors B est logiquement
valide.

Ce résultat a &té démontré dans le cadre de 1'étude du sys-

téme L°[1ére partie, pp. 58-9]. Occupons-nous donc de la régle GEN. Pro-

posons tout d'abord une définition.

DEFINITION 27 - Soit A(vy, Vo,e.ns vk) une ebf dont les seules variables

-fermeture-

libres sont vy, Vos..., Vier La fermeture de cette ebf est:
(Vvk)...(VVZ)(Vvl)A(vl, Vosenes vk). I1 s'agit d'une ebf
dans laquelle toutes les varijables sont 1iées. On la dira
fermée.

Questions:

50.

51.
52.
53.

L'ordre dans lequel les quantificateurs sont introduits afin de fermer
une ebf a-t-il de 1'importance?

Quelle est la fermeture de pivy>(3vs)pivsvy ?

L'ebf A(vy, vy, v3) a-t-elle une fermeture?

De quelle maniére peut-on modifier 1'énoncé du métathéoréme 12 [p. 11]
si 1'ebf A est fermée?
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METATHEOREME 14 - Une ebf et sa fermeture sont lTogiquement valides ensemble.

Si |=A alors |=(¥v)A, (v désigne une variable quel-
conque); et

2) Si (Yv)A est valide, alors A 1'est aussi:
S }j=(¥v)A alors |=A, (v désigne une variable quel-
conque).

Raisonnons ainsi:

1) Admettons par hypothése que A est logiquement valide:
= A. Quelle que soit 1'interprétation I, on a donc
val(A) = 7 . L'application ¥\ peut donc attribuer n'im-
porte quelle image & Ta variable v, 1'expression A con-
serve la valeur T. Dit autrement, val(A) = T quelle que
soit 1'image de la variable v et quelle que soit 1'in-
terprétation I. La définition 24, clause 5, permet de
conclure que (¥v)A est Gégalement valide: = (¥v)A.

jae]
~—

Admettons par hypothése que (¥v)A est logiquement va-
lide:}= (¥v)A. Dans ce cas, le raisonnement est de la
méme nature que le précédent; nous ne le formulerons
donc pas.

Riema r_gue: Le métathéoréme 14 montre davantage que simplement la
conservation de la propriété "d'étre logiquement valide" & travers la ré-
gle GEN. I1 établit également que la régle d'&limination du quantificateur

universel conserve aussi cette propriété.

7.2 0d i1 est question des axiomes

Les trois premiers schémas d'axiome de L possédent la méme
forme que ceux de LC. Dans ce dernjer systéme, nous avions montré que les
axiomes étaient Togiquementvalides en exposant un raisonnement qui se fon-
dait sur 1'unique présence de la valeur T dans une table de vérité -une
tautologie. I1 n'est pas possible de procéder de la méme maniére dans un
systéme qui autorise une substitution & partir d'un ensemble d'ebf qui
posséde notamment des formes quantifiées. Nous effectuerons un détour en
rajsonnant ainsi:

Quel que soit Te schéma d'axiome Al-A3 considéré, nous obtenons un
axiome en substituant aux métavariables, des ebf de L. L'évaluation
de chaque ebf -avec ou sans variables, avec ou sans quantificateurs-
conduit soit & la valeur T, soit & la valeur L. I1 est donc possible



